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2. A hatarozott integral geometriai alkalmazasai

1. Hatarozatlan integral

1.1. Polinomok integralasa és egyéb elemi integralok

Emlékeztets:

o [abdr =27 +c k# -1
o [z7lde=In(z)+c

o [af(x)+bg(x)dx=a [ f(x)dz+0b [g(x)dzr,a,beR

Példaul:

o [23dr= %4

. f3q:3—4x+5dx:3%4 —49”2—2—1—595—1—0

° f 759”2%/7;*3 dr = f5x% dr + f Tr3 de + f3a:_% dr = S%x% + 7%30% + 3%33% +c
Boénusz:

o [5sin(xz) + 7cos(z) de = —5cos(x) + 6sin(z) + ¢

o [2°7%dx =g [2°de = gy [In(2) - 2% do = gpy2°

12. [L

Emlékeztets: [ J;,((f)) de =In|f(z)| + ¢

Ennek specialis esete, amit mar lattunk, f(z) = z, ekkor [ J;((f)) de = [Ldz=Inlz|+c
Péld4ul:

1. fff; dz:

fx)=2*+4= f(x) =322
Vagyis:

322 . [f@) _
/4+x3dm_/f(a:) de =In|f(z)|+c=mnl4+ 2%+ ¢

ST W N = =

J



2. [ stz de
f(z) =22 +5= f'(z) =4z

Vagyis:
1
/ _r dr = — /4 i
222 45 4 222 45

—i/?((;f)) dx:iln\f($)|+c:iln‘2x2+5|+c

f(@) = In(z) = f'(z) = —
Vagyis:
/xhi(x) dm:/ln’(lcx) dx:/J;((Ix)) dz = In|f(z)| + ¢ =In|In(z)| + ¢
4 [ da
f(@)=e* +1= f(z) = 2>
Vagyis
[ o=y [rt =g [ de = i+ o= e 1o
= %ln(ezm +1)+ec
1.3. [f'f"

5 z. n _ [
Emlékeztets: [ f'(x)f™(x)d = Ty +c

Megj: Ennek specidlis esete, amikor f(z) = z, ekkor [z"1dx = [ f(z)f'(z)dr = Z-
Példaul:

1. [sin®(x)cos(z) dx
f(z) =sin(z),n = 8,= f'(x) = cos(z)

(g sin? (z
/Sin8(x) cos(z) dx = /f”(x)f’(x) dr = fn +(1) te= 9( ) L

Vagyis:

2. fx\/md:c
1
f(x):3+2;v2,n:§,:> fl(x) =4

Vagyis:

212)2 2 [
—vac:g (22 4 3)3

2

1
3. f z In?(z) dx

Vagyis:

" A GO B | ) B
/xln /f @) dz = n+1 Te=- 3 +C__3ln3(x)



4. [ cosh®(2z)sinh(2z) da
f(z) = cosh(2z),n =5,= f'(x) = 2sinh(2z)
Vagyis:

foti(x) e 1cosh6(a:)
n+1 2 6

+c

/coshs(Qac) sinh(2z) dz = % /2f"(r)f'(m) dx =

1.4. Parcialis integralas

Emlékeztetd: [u(x)v'(z)de = u(z)v(z) — [/ (z)v(z)dx

Pl

e A polinom fokéat csokkentjiik

e{L’

/ ¢ - polinom - ¢ cosh(z), sinh(z) dx
tg(x), cos(x), sin(x)

Ekkor a bevalt triikk, hogy a polinomot valasztjuk u(x)-nek és a masik fliggvényt v'(z)-nek, lasd
alabb.

Peldaul:
1. [xcos(z)dx
/ z cos(x) dx = xsin(z) — /1 -sin(x) de = x sin(x) + cos(z) + ¢

w=1 v
v=sin(z)

2. [ (222 4+ 3z — 5)e” dor Ebben az esetben 2x kell maj parcialisan integralnunk.

/(2x2+3x—5) e dr = (2:02+39:—5)e””—/(4:17—|—3) e dx
U/l =’u;11$+3 ’Ulvzlem ugiél 1;2”:2em

= (22% 4+ 3z — 5)e® — ((4:10 +3)e” — /4e‘” dgc) = (22% 4+ 3z — 5)e” — (4x + 3)e” + 4e” + ¢
3. [ 2 cosh(z)dx

/ ag? cosh(z) dx:xQSinh(a:)—/ %g: sinh(z) dz

’ ’
vy uH=2 Vo

uy =2z
: vi1=sinh(z) va=cosh(z)

= 2% sinh(z) — (233 cosh(z) — /2cosh(x) dm> = z%sinh(z) — 22 cosh(x) + 2sinh(z) + ¢

e Logaritmus.

1. [aFIn(z)de, k £ —1

L1 1 ket L1 e
1 k de =1 _ —— dxr =1 _— = —d

/nu(fcl) 7 de=hn(e)m /a:k+1 v =@ /k+1 v
uy==2 ~_ gkt1

V1="%F1
k+1

) x xhtl
S Rl e

spec. megkapjuk az In(z) integraljat, hogyha k = 0. (az egyet valasztani egyébként is jo triikk
néha, lasd késsbb.)



e Szorzas 1-gyel.

1. [arctg(z)dz

1
/arc‘i%(x) 1;1’1 dx = arctg(z)r — / 1—?7552 dx = arctg(z)x — 5 In|l+ 22| +¢
V1=

Az utsolso 1épéshez lasd a 1.2. fejezetet. Hasonloan szamolhatoak példaul az inverze trigono-
metrikus és hiperbolikus fiiggvények integraljai pl. [ arcsin(z)dz = zarcsin(z) + V1 — 22 + ¢,
stb. illetve az In(x) integralja (lasd fentebb).

o "Korkoros" integral (exponencialis - trigonmetrikus v. hiperbolikus).

1. [e”cos(x)dx

/ cos(z) €° dx=e"cos(x) —|—/ sin(z) € dx
Ul ’Ull u2 Ué
uj=—sin(z)v; =e® uy=cos(z)vy=e®

= e" cos(z) + " sinz — /ex cos(x) dx

Mivel mindkét oldalon elébukkan a keresett integral, a fentit atrendezve kapjuk, hogy

e®(cos(z) + sin(x))
5 +c

2/6”” cos(x)dx = e®(cos(z) + sin(x)) vagyis /eI cos(z)dx =

1.5. Trigonometrikus integralok linearizalassal
L. [sin®(z)dz
Felhasznalva, hogy
1-— 2
sin?(z) = L= cos(2z)
2
kapjuk, hogy

1- 2 1 11 1 in(2
/Sinz(ﬂﬁ)dl‘ = /wda@ =5% - ff/2cos(2x)dx =3%- Lli ?) +c

2. [sin®(z)dx
Felhasznélva, hogy sin?(z) + cos?(z) = 1, és, hogy cos’(z) = —sin(z) és a 1.3 fejezetben tanultakat

kapjuk, hogy

cos®(z)
3

/sing(x)dx = /(1 — cos?(x))(sin(z))dz = — cos(x) + +e.

3. [ sin(z) sin(2z)dz
Felhasznalva, hogy sin(2x) = 2sin(z) cos(z) és a 1.3 fejezetben tanultakat kapjuk, hogy

sin®(z)
3

/sin(w) sin(2z)dz = 2 / sin?(z) cos(z)dz = 2 +ec.

1.6. arctg-re visszavezetheté integralok

Emliékeztets: [ dr = tarctg® + ¢

_1 1
r24-a? T a

(arctg(bx))/ = m -b



1 1 1 1 1 1 1
= dr=:|——dr=> [ ———dz == [ ————d
/9+4x2x 9/1+gx2$ 9/1+(2x)2$ 9/1+(§x)2x

1 ¢ 2x "
= — arc —_— C
68\ 3

1
3. f r24+2x+2 dx

1 1 1
/1‘2+2$+2 ! /1+x2+2x+1 ! /1+(ac+1)2 v =arctg(z+1)+ec

1
4. [ =75 4

1 1 1 1 1 1
. dr=- do == [ ——dz = ~arct
/4x274x+5 v 4/1+g[:2‘—z+1+}1 ! 4/1+(x—;)2 ! 4arcg<

1.7. Parcialis tortekre bontas

1 1
I = e

1 A B  Ar+ A+ Br—-B

GO+ 2-1 241 (@+D@=1)

1
A:c+Bx+A—B:1VagyisA+B:0ésA—B:1,tehétB:—i,A:f

1 1 1
= ——rcdr— | m0——dz=-(Injz—-1] -1 1
* /2(3:—1) T /2(3(;+1) T 2(n|9: | —Injz+1])+¢

1
2. | grgms dv

[orrm—sto=5 [ cpom o=+
20243z -5~ 2] (z-1)(=z+3)

1 _Ax—f—%A—l—Bx—B

(x—1)(z+1)  (z+D(z—-1)

.9 B ) 2 2
A+B—Oes§AfB—l,tehatB— 7,A—7

1 1 1 5
* /7(x_1)da: /7(x+g)dx 7(n|ac | n\x+2|)+c

3. [ 52— dx

3 —2x2+x

/Iiﬁdx_/xi“dx_*
3—222+zx ) x(z—-1)2

1 A B C  As? —2Ax+ A+ Ba®? — Bz + Cx

==+ -

zr—12 =z z—-1 (z—1)2 (x —1)%x

1
2



22 A+ B=0
r:—2A-B+C=1
const : A =2

igy A=2,C=3é B=-2

2 3 3
_1dx+/de—anx|—21n|x—1|+$_1+c

1 1

1 7é+B:E+CiA:c2+A+Bx2+C’x
r(z2+1) o 2241 (x2 + 1)z
22:A+B=0
rz:C=0
const : A=1

igy A=1,C=0¢é B=—

1 1
*:/fdx—/%dezln|x|—§ln|x2+l|+c

T

f L +3x 3 dx Ha elosztjuk x2 + 3z — 3-t « — 1-gyel az eredmény (z 4+ 4) a maradék pedig 1, vagyis:

243:-3 4 1 2
/71‘4— x dx:/x+ dm=£+4x+ln|x—1|+c
x—1 + z-—1 2

1.8. Helyettesitéses integralas

Emlékeztets: [ f(x)dx = [ f(g(t))g'(t)dt

Példak:
1
L[5 T dr
A helyettesités:
= \/5
r=g(t) =1t
dx
— =2t
dt

Tehat

1 2t 1+t 1
— de= [ ar—2 dt—2 | ——dt =2 — 2|1+ +c=2(0/F—Inll
/1+VEZE /1+t /1+t /1+t n|l+t)+e=2(va —Infl+ V) +2

2. [e Vat2 gy
A helyettesités:

=V +2
r=gt)=1t>-2
d

gy ¥



Tehét 2 parcialis derivalassal kapjuk, hogy
/eavx+2 dx = 3/ett2dt = 3eft? — 6/ettdt = 3e't? — 6te’ —|—6/etdt =3e'(t? =2t +2) +¢
=3¢V (Y + 2" 2vVr +2+2)+¢

3. [etsin(e’) dt f(z) =sin(z), g(t) = €', ¢'(t) = €', x = g(t)

/etsinetdt:/ ") flg(t))dt = /f /sm )dx = cos(x) + ¢ = cos(e’) + ¢

Triikkkosebbek:
4. [V1—2?dx
x = sin(t)
dzx
i cos(t)

t = arcsin(x)

2

/ﬂdm:/mcos(t)dt:/cos2(t)dt=/Mdt

sin(2¢ t 2sin(t 5(¢ t 1 1 ~
:smi )+2+c:w+§+c=§x 1—x2+§arcsin(a:)+c
5. [2*V2? + 1dx
x = sinh(?)

d
d—f = cosh(t)
t = arsh(x)
A hiperbolikus fiiggvényekre vonatkoz6 azonosségokbol:

/ V1t 2 de = / 1+ sinb? (£) sinh? () cosh () dt — / (sinh(t) cosh(£))? dt — / (Sinh(zt)>2 dt

2

cosh(4t) 1, . 1.
o [ CSME T  (sinh(4t) — 4 = —(2sinh h(2t) — 4
1 / 5 dt ) (sinh(4t) — 4t) 4+ ¢ Ty (2sinh(2t) cosh(2t) — 4t) + ¢

— 3% (4sinh(t) cosh(t)(cosh® (£) + sinh?(t)) — 4t) + ¢ = %(ff\/lJr;ﬂc2 (227 +1) —arsh(z)) + ¢

2. A hatarozott integral geometriai alkalmazasai

1. Gorbék kozti teriilet

Szamoljuk ki az f(x) = 2% és a g

(x) = = + 2 fiiggvények kozti teriilet nagysagat. (Lasd a piros
teriiletet a 1 abran )

1.1épés: Szamoljuk ki, hogy a két gorbe milyen zg, x; pontban metszi egymast (mely pontokban
egyezik meg fiiggvény érték). 2. lépés: Szamoljuk ki a nagyobb és a kisebb kiilonbségének integraljat
To és x1 kozt.

Vagyis: 1.1épés:

=422’ —2-2=0=20=—1,21 =2

2.1épés:

2
2 372
9
/x+2—x2daz: [2—}—236—2}1:2
-1



(X4, Y4)

(X0:Yo)

2 g(x) = x+2 0 2 0 2 ) 3 5 10

1. dbra. Gorbék kozti és paraméteresen adott gérbe alatti tertilet.

2. Gorbék alati tertilet

Adjuk meg az x(t) = 3cosh(t) y(t) = 2sinh(t) paraméteresen adott gorbe alatti T teriiletét a
t € [2,3] intervallumon. (Lasd a 1 abrat)

3

T= /3 y(t)a(t) dt = /3 2sinh(t)3 sinh(t)dt = /3 6sinh?(t) dt = 3 /

2

2cosh(2t) — 2

3., 3 . ‘
5 dt = 3 [sinh(2t) — 2t] = i(smh(ﬁt

3. Ivhossz

4. Forgastest térfogata
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